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Notations

La lettre p, en tant qu’entier, désigne toujours un nombre premier. Etant
donné un ensemble A, |.A| désigne son cardinal, et 1 4 sa fonction caractéristique.

Etant données des fonctions f, g, nous utilisons les notations usuelles f ~
g, | = o(g), et indifféeremment la notation de Landau f = O(g) et celle de
Vinogradov f < g.
Les nombres complexes seront usuellement notés s = o + it.
La partie entiére et la partie fractionnaire d’un nombre réel = sont notées [z] et
{z}; de plus, ||z|| désigne la distance du réel x au plus proche entier.
On note également e(6) = exp(2in0).

Les fonctions arithmétiques usuelles seront désignées par leur appellation
standard, ainsi p pour la fonction de Md&bius, A pour la fonction de Liouville, d
pour la fonction nombre de diviseurs.



Introduction

Nous proposons d’étudier une somme d’exponentielles concernant la fonction
1 de Mobius, afin d’en trouver une borne supérieure.

Nous considérons la somme

S(x,0) = Z w(n)e(nd).

n<z

Elle a été étudiée notamment par Davenport (voir [Dav37]) qui a montré
que pour tout A > 0, on a

C)\JJ

|S(,0)] < m»

et ceci uniformément en 6.

Des résultats conditionnels (relatifs & la non-annulation des fonctions L(s, x)
dans un demi-plan o > a) ont été démontrés par Baker et Harman (voir [BH91]).

On se propose ici, en suivant Maier et Sankaranarayanan dans [MSO05], de
démontrer inconditionnellement le résultat suivant.

Théoréme 1 Soit 0 un nombre irrationnel de type 1. Alors pour tout € > 0,

on a
S(x,0) < a5+,

Remarque. Par la formule de Parseval, nous avons
! 6
[ 18000 = 3" () = o+ 0@,
0 n<z

donc il est méme raisonnable d’espérer que pour tout € > 0, S(z, ) = O(z'/?+#)
pour presque tout 6. En effet,

{0€10,1] : |S(x,0)| > 2/*+9}

(1). Voir définition 1 p. 19.




est mesurable et la formule de Parseval montre que la mesure de cet ensemble
est < 72,

Remarquons également qu’en posant

on a

et par sommation par parties,
1 M
-/ ) 4.
(s) ozt

M(z) = O(z),

Donc un résultat du type

pour 1/2 < a < 1 implique la convergence de 'intégrale et donc de ((s)~! pour
Re s > a, et ainsi le fait que ¢ n’a pas de zéros pour Re s > «, ce qui est connu
comme étant une quasi-hypothése de Riemann.

De méme un résultat du type
S(z,a/q) = O(z?),

pour 1/2 < « < 1 implique que L(s,x), ou x est n’importe quel caractére
primitif modulo ¢, n’a pas de zéros pour e s > a. En effet, nous avons

L §hulon) _ 7 S,

L(s,x) = n° 1 xSt
o ® )
S(a,x) = Y uln)x(n) = & Y. X(@)S(w,a/q),
n<z a mod ¢q

d’ott 'implication annoncée.

Le théoréme 1 a également été démontré par une tout autre méthode que
celle de [MS05] dans [MS02] ; nous donnerons cette démonstration au chapitre 4.

Nous allons d’abord nous intéresser aux caractéres de Dirichlet, ainsi qu’aux
fonctions L, puis nous verrons des résultats d’approximation diophantienne, afin
de démontrer le théoréme 1.

(2). Se reporter au §1.3 pour plus de détails sur de telles décompositions.



Chapitre 1

Caractéres de Dirichlet et
fonctions L

1.1 Introduction

Rappelons que pour G un groupe abélien fini, un caractére de G est un ho-
momorphisme de G dans le groupe multiplicatif C* des nombres complexes.
On note G lensemble des caractéres de G , qu’on munit de la structure naturelle
de groupe multiplicatif (pour x1 et x2 deux caractéres de G, x1x2 est ’homo-

morphisme g — x1(g)x2(9))-
L’élément neutre de G (l'identité sur G), appelé caractére principal de G, sera

noté xo ou 1.
Lemme 1 Le groupe des caractéres additifs de Z/nZ est isomorphe o Z/nZ.

Démonstration. On considére pour a € Z/nZ :

fo: Z/nZ — C
x —  e(ax/n)

C’est un caractére de (Z/nZ,+), et tout caractére de (Z/nZ,+) est de ce
type. En effet soit x un tel caractére. On a : x(1)" = 1 donc x(1) = w est une
racine n-iéme de I'unité, et x est alors tout simplement ’application x — w®.

I’application
Z/nZ — Z/nZ
a —  fa

est donc clairement un isomorphisme.



1.2 Caractéres de groupes abéliens finis
La propriété suivante est fondamentale.

Proposition 1 Soit G un groupe abélien fini. Alors le groupe des caractéres de
G est isomorphe a G.

Démonstration. Pour G7 et G4 abéliens, on remarque que

G1Xé2 — Gmg
X1 Xx2: GixGy — C*

(X1,x2) (91,92)  — x1(91)x2(g2)

est une bijection.
L’injectivité est triviale :
xix2 =1 = (x1x2)(91,0) = 1 = x1(g1),

et cela pour tout g; € G1, donc x1 = 1. De méme y = 1.

Pour la surjectivité, on voit que si x est un caractére de Gmg, X1:9g1+—>
X(g1,0) est un caractére de G1, de méme on définit go ; on a bien x1(g1)x2(92) =

x (91, 92)-

Pour montrer comme annoncé que G = G, on écrit G comme produit de
groupes abéliens cycliques :

i=1

En appliquant le lemme ci-dessus par récurrence, on obtient

T T

G=]] (Z]niL, +) = [[z/miz,+)=c

i=1 i=1

On a les relations suivantes, dites d’orthogonalité.
Lemme 2

_J Gl six=xo

geaG

_J 1G] sig=0
ZX(Q)_{O sig#O



> xalg)xalg) = { (‘)G‘ i X1 = X2

gec 8 X1 7 X2

Z x(91)X(g2) = { l)G| 86 g1 = g2

‘ 81 g1 # g2
XEG

Démonstration. Si x # xo, il existe h tel que x(h) # 1 et donc I'égalité
D x(9) = xthg) =x(h) > x(9)
geG geG geG

implique > o x(g9) = 0. On laisse les autres vérifications au lecteur ; notons
que l'on utilise pour la deuxiéme relation le fait que pour tout g € G, il existe

¥ e G tel que (g) # 1.

Lemme 3 (Décomposition de Fourier) Soit f : G — C une fonction.

On a
fl@) =Y fx)
xe@
fo0 = =3 Fu)xw):
|G| v

Exemple. Pour G = (Z/nZ,+), cette décomposition est tout simplement :

fx)= > fla)e(wa/n),

a modn

ou f(a) = (1/n) 2 cq fy)e(=y/n).

1.3 Caractéres multiplicatifs

On applique le cas précédent & G = ((Z/qZ)*, x).
Si x est un caractére de (Z/qZ)*, on 1’étend & Z/qZ en posant x(z) = 0 si
(z,q) # 1. On étend ensuite y & Z, en composant avec la projection canonique
Z — Z/qZ; on remarquera que 1’on obtient ainsi une fonction arithmétique com-
plétement multiplicative. Ce sont ces fonctions sur Z que 'on appelle caractéres
de Dirichlet (q est alors appelé le conducteur).

Si x est un caractére de Dirichlet modulo g, et 7 est un entier, on peut définir
un autre caractére de Dirichlet modulo gr en composant x avec la projection
canonique Z/qrZ — Z/qZ. Un caractére de Dirichlet est dit primitif lorsqu’on
ne peut pas 'obtenir ainsi via un caractére de conducteur plus petit.



Remarque. En utilisant le lemme 2, on peut décomposer en caractéres mul-
tiplicatifs de ((Z/qZ)*, x), la fonction caractéristique des entiers congrus a a
modulo ¢, si (a,q) =1, par

1 _
Lug(n) = 205 > xla)x(n). (1.1)

L’estimation classique suivante sur les sommes de Gauss sera nécessaire, on
pourra se référer a [Dav80].

Théoréme 2 Soit x un caractére modulo g non principal. Alors

() = Y x(m)e(m/q) < ¢/,

m=1
Démonstration. Si (n,q) =1, 0on a

X(n)7(x) = Y x(m)x(n)e(m/q) = Y _X(h)e(nh/q)

m=1 h=1

(avec m = nh mod q).

On a
X)PIrOOP = D > X(ha)x(ha)e(n(hy — ha)/q)

En sommant pour n =1, ..., ¢, on obtient

Q)T =) Ix(h)]* = q(q),
h

car les termes de la somme ci-dessus sont non nuls uniquement pour h; = hg
modulo g ; d’ot le résultat.

Remarque. L’égalité utilisée ci-dessus

est en fait valable pour tout n lorsque x est un caractére primitif modulo g ; si
X n’est pas supposé primitif, on doit supposer que (n,q) = 1 pour avoir I’égalité
(voir [Dav80], §9).
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1.4 Fonctions L de Dirichlet

Les fonctions

L(s,x) =) xln)

ns
n>1

sont convergentes pour ¢ > 0 par le critére d’Abel. Elles se prolongent, tout
comme la fonction ¢, au plan complexe tout entier en une fonction méromorphe.
Elles ne s’annulent pas pour Res > 1, car elles ont un développement en produit
eulérien.

On pourra consulter les ouvrages de Davenport [Dav&0] et Montgomery
[Mon71] pour les résultats classiques sur les fonctions L de Dirichlet.

Nous allons utiliser par la suite des résultats sur la répartition des zéros des
fonctions L, ce qui fait 'objet du paragraphe suivant.

1.5 Zéros et ordre de grandeur des fonctions L

Nous notons

N(o,T,x)=|{s =B +iv,L(s,x) =0,8 > o,|y| <T}|.

Lemme 4 Soit ¢ un entier positif, d | q, x un caractére modulo q/d et xq le
caractere principal modulo d. Alors pour o > 1/2, on a

N(o,T,xxa) = N(o,T, ).

Démonstration. On a pour o > 1,
L(s,x) = [ [0 = x)p~) "
P

et
L(s,xxa) = [ [(1 = x(@)xa(p)p™*) "

Comme x4(p) =0sip|d, et =1siptd,ona

L(s,xxa) = [ (1 = x@p™) " TT(1 = x@)xa(p)p~) "

pid pld

= L(s, ) [[(1 = xw)p™) "

pld

Or le dernier produit est non nul pour o > 0 d’ou le résultat.

11



Nous citons ici en tant que lemme un cas particulier du théoréme 1 de [RS91].

Lemme 5 Soit 1/2 < a < 1 -6, H = Cloglog(¢T) et x un caractere de
Dirichlet modulo q. Supposons que L(s,x) # 0 dans le domaine

{o>a,T-H<t<T+H}.
Alors on a la majoration
|log L(o + it, x)| < C1log(qT)(loglog(qT)) ™"
dans le domaine

{s=0+it,a<o<1—Cy(loglog(qT)) 1, T — H/2 <t <T+ H/2}.

Nous aurons également besoin des résultats de Montgomery (et Huxley) sur
les zéros des fonctions L.

Théoréme 3 Soit g > 1 et T > 2. Alors pour 1/2 <0 <3/4+¢, on a

3 N(@.T.x) < (qT) 5= (log(qT))° < (¢T) % =) (log(¢T))",

x mod g

et pour 3/4+e<o<1,ona

S° N(o,T,x) < (¢T) % =) (log(qT))".

x mod ¢q

Ce théoréme est en fait un raffinement (dt notamment & Huxley) du résultat
suivant qu’on pourra trouver dans [Mon71] (théoréme 12.1 p. 98).

Théoréme 4 Soit g > 1 et T > 2. Alors pour 1/2 <o <4/5, on a

3(1—0) e
S N(o,T,x) < (qT) 55 (log(qT)",
x mod g
et pour 4/5 <o <1, ona
2(1—0)

Y N T,x) < (qT) 7 (log(qT))*.

x mod g

L’étude de résultats de ce type (appelés théorémes de densité dans la litté-
rature) fait 'objet de plusieurs chapitres dans [Mon71], nous ne donnerons ici
qu’une idée des outils mis en ceuvre pour démontrer le théoréme 4.

12



Démonstration.

Nous utiliserons des parameétres 2 < X <Y < (qT)A (A étant une constante
absolue), qui seront fixés ultérieurement. En posant

Mx(s,x) = Y pn)x(n)n?,

n<X

on a par produit de séries de Dirichlet

L(87 X)MX(S7 X) = Z anX(n)n_sy
n<X

ol

a2k

Ainsi a1 =1, a, =0 pour 2 <n < X, et |a,| < d(n) pour n > X. En effectuant
une transformée de Mellin, nous avons

e—l/Y + Z anx(n>n—se—n/Y _ Zanx(n>n—se—n/Y
n>X n>1
1 c+ioco

=5 L(s+w,x)Mx(s,x)Y*T'(w)dw. (1.2)

c—100

En supposant que 1/2 < o < 1, on déplace la droite d’intégration en few =
1/2 — o en passant le podle simple en w = 0 et w = 1 — s si x est un caractére
principal.

Ainsi (1.2) devient

e VY 4 Z anx(n)n e = L(s,x)Mx (s, x)

n>X

+ e<x>@Mx<1, WY T(1 -~ s)

1 [t ,
+2—/ L(1/24it+iu, x)Mx (1/24it+iu, x)Y'V/270F0T(1/2— 0 +iu) du,
a — 00
(1.3)

ot () =1 si x est principal et €(x) = 0 sinon.

Consideérons ’équation (1.3) dans le cas o s = p = 8 + iy est un zéro avec
B > o. Traitons d’abord le terme en "e(x)". Ce terme apparait uniquement
quand

L(s,x) = ¢(s) [ J(1 =p7)

plg

(cf. la démonstration du lemme 4).

13



Mais si
[Mx(1, o)V PT(1L = p)] = 1/6,
alors comme Mx (1,x0) < log X < logqT, Y77 < (¢T)4, et T'(1 — p) <
exp(—7|y|/2) (par la formule de Stirling complexe (1)), on a

|v| < log qT,

donc ce terme n’est supérieur 4 1/6 que pour au plus N (o, Ay log ¢T) < (log ¢T')?
ZET10S.

Dans l'intégrale (1.3), nous pouvons restreindre lintervalle d’intégration a
Vintervalle [—Z, Z] ot Z = Aslog ¢T avec une erreur d’au plus 1/6 pourvu que
Aj soit suffisamment grand. Nous supposons aussi que Y > 6 donc e~V > 5/6.
Nous restreignons également la somme & X < n < Y2, avec une erreur inférieure
a 1/6 pourvu que Y soit suffisamment grand.

Ainsi nous déduisons de (1.3)

1
Y. anx(mn e > o (1.4)
X<n<Y?
ou
Z
/ L(1/2 4 iy + tu, ) Mx (1/2 + iy + iu, x)
-z
_ 1
Y2801 /2 — B+ ju)du| > 5 (19

ou les deux.

Parmi les zéros p avec 8 > o et |y| < T, nous en considérons un sous-
ensemble R en contenant R tel que si p; et ps sont des zéros de la méme
fonction L, alors |y, — 2| > 3Z.

D’autre part, si x est un caractére modulo g et 0 <t < 7T alors
N(1/2,t+1,x) — N(1/2,t,x) < log¢T
(voir [Dav80], §16). Nous pouvons donc choisir nos R zéros pour que
> N(0,T,x) < (R+1)(log qT)*. (1.6)

X

Soit R; et Ry deux sous-ensembles de R contenant R; et Ry éléments et
tels que (1.4) et (1.5) aient lieu respectivement. Alors R < Ry + Ro.

(1). Rappelons la formule de Stirling complexe : on a Pestimation
logT'(s) = (s — 1/2)log s — s + (1/2) log(27) + O(|s| 1),
pour |s| = 00, —m + § < args < m — & pour tout § > 0.

14



Si besoin est, on remplace x par le caractére primitif dont il est induit; en
effet si x est induit par x*, alors L(s, x) et L(s, x*) ont précisément les mémes
zéros dans le demi-plan o > 0 (voir le lemme 4).

Nous traitons R en divisant la somme (1.4) en < 3logY sommes portant
sur des intervalles de la forme [2F,2¥+1]. Ainsi il existe X < U < Y? tel que

2U
Zanx(n)n_pe_”/y > (18logY) ™! (1.7)
U

pour > Ry (logY) ™! zéros de R;.

Le théoréme suivant (théoréme 7.6 p. 61 de [Dav80]) permet d’évaluer R;.

Théoréme 5 Soit

N
T(s,x) = Zanx(n)n_s,
n=1
Ay, un ensemble fini de nombres complexes s = o +it. Soit Ty, T, 00,6 des réels
tels que pour tout x et s,s' € Ay, s# ¢,

To+6/2<t<Ty+T—35/2,

o > 09,
[t —t'| > 0.
Alors
N log 2N
SN 1T )P < (T + NS +10gN) Y fan*n 270 (14 log oo ).
log 2n
X s€Ay n=1
On a alors

2

2U
Ri(logY)? < Z Z Z anx(n)n=Pe Y
X U

PER1L
L(p,x)=0

< (log qT)4(qTU1—20' + U2—20)6—2U/Y
< (logqT)* (T X172 4 Y?729),

donc

Ry < (¢TX'"27 +Y?727)(log qT)". (1.8)

Nous utilisons ceci pour traiter le cas 1/2 < ¢ < 4/5. Pourlecas4/5 < ¢ < 1,
nous utilisons le théoréme suivant (voir théoréme 8.3 p. 65 de [Dav80]).

15



Théoréme 6 Soit T'(s,x) comme dans le théoréme précédent. Soit A un en-
semble de triplets (s,d,x) on x est un caractére primitif modulo d et d | q. Soit
00, T > 2 et d tels que 0 > oq, |t| < T et [t —t'| > § pour tous triplets distincts
de A. Alors

N
S TP < (1467 (V +A[(qT)?log ¢T) Y |an>n ™27, (1.9)
(s,d,x)EA n=1

Nous appliquons ce théoréme avec T'(s,x) étant la somme de (1.7), et A
Pensemble des p € R pour lesquels (1.7) a lieu.

Si
X2771 > Ag(qT)"?(log qT)", (1.10)

ou Az est suffisamment grand, alors le terme provenant de |A| dans (1.9) est
inférieur & la moitié du membre de gauche, et peut donc étre ignoré. D’ou

Ry < (log qT)°U?27¢=20/Y « Y2729 (log qT))°. (1.11)

Taitons & présent le cas de Ro. Supposons que 'on ait (1.5) (avec éventuel-
lement x remplacé par le caractére primitif dont il provient). Pour tout p € Ra,
soit t, un réel satisfaisant |[y—t,| < Z et tel que |L(1/2+it,, x)Mx (1/2+1it,, x)|
soit maximal. Comme N(1/2,T,x) < TlogqT, nous pouvons supposer que
B>0>1/2+ (logqT)~L. Alors

/ IT'(1/2 — B+ iu)|du < log qT.

—0o0
Ainsi par (1.5), nous avons

|L(1/2 + it \)Mx (1/2 + it , X)| > Yo7/ 2(log ¢T) L.

D’aprés la définition de R et de ¢, nous voyons que si p; et pa sont des zéros
de la méme fonction L, alors

‘tpl - tP2| > Z.

Par I’inégalité de Hélder, nous avons

RyY /37723 log qT) ™/ < >~ |L(1/2 + ity, X)Mx (1/2 + it x)[*/?
PER2

< ( > L(1/2+itp7x)4)1/3( > |MX(1/2+itp,x)|2>2/3. (1.12)

PER2 PER2

Nous appliquons le théoréme 5 au second facteur, et le théoréme suivant
(voir [Dav80] corollaire 10.4 p. 76) au premier.
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Théoréme 7 Si x est un caractére modulo q, X* désigne le caractére primitif
dont il provient. Soit pour chaque caractére x, Ay un ensemble fini de réels de
Vintervalle [-T,T|,T > 2, et § tel que |t —t'| > & pour tout x et t,t distincts
dans Ay. On a

DD IL(/2+ it x| < (671 + log gT)gT (log ¢T)*.
X teAy

Nous avons alors
Ry < Y2337 (log ¢T)° (1.13)
si X <qT.

Ceci permet de traiter le cas 1/2 < ¢ < 4/5; pour autre cas, soit V un
parametre défini ultérieurement. Les p € Ry pour lesquels [L(1/2+it,, x)| >V
sont en nombre < 7'V ~*(log¢T)° d’aprés le théoréme 7. Pour les autres p €
R2, nous avons

|Mx(1/2 +it,, x)| > Y°~V2V " (log qT) L. (1.14)

Nous utilisons & nouveau le théoréme 6 avec T'(s,x) = Mx (s, x) et A l'en-
semble des 1/2 +it,, p € Ry pour lesquels (1.14) a lieu. Le terme provenant de
|A] est moindre que la moitié du membre de gauche si

Y2l > A V2(qT) Y2 (log ¢T)%, (1.15)

ou A4 est une constante suffisamment grande. Dans ce cas, ce terme peut étre
ignoré et le nombre de p € Ry tels que l'on ait (1.14) est

< XV2Y1727(log qT)3,

et donc dans ce cas

Ro < qTV *(logqT)® + XYV ?(log qT)>. (1.16)

Nous pouvons a présent terminer la démonstration du théoréme 4.

e Dans le cas 1/2 < g < 4/5, nous utilisons 'équation (1.6) et X = ¢T,Y =
(qT)3/(22=9)) dans (1.8), (1.13).

e Dans le cas 4/5 < o < 1, nous prenons X pour que I'égalité ait lieu dans
(1.10), V = (¢T)B7=2/(49) "et Y tel que I'égalité ait lieu dans (1.15). Ainsi
(1.6), (1.11), (1.16) nous donnent le résultat.
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Chapitre 2

Approximation diophantienne

Nous nous intéressons ici & la possibilité d’approcher un réel  par un nombre
rationnel, vaste sujet dont on trouvera de nombreuses références, en particulier
[HW38], [KNT74].

Commencons par une remarque évidente : si ¢ est un entier, alors ¢ est
compris entre deux entiers, donc il existe un entier r tel que ||[g0| = |q¢f — | <
1/2. Cela nous permet d’énoncer la proposition suivante.

Proposition 2 Pour tout réel 0, il existe un couple d’entiers (r,q) tels que

1

T
ek
q

0 — —
q

En utilisant le principe des tiroirs, on obtient le classique théoréme suivant
de Dirichlet.

Théoréme 8 Soit 6 un réel et n > 1. Il existe un couple d’entiers premiers
entre euz (r,q), avec 1 < g < n tels que

q an
autrement dit
la6]] < 1/n.
Démonstration. Les n + 1 éléments 0, {0}, {20}, ..., {n6} de [0, 1] se répar-
1

el P il PR ["7—:1, 1], donc il existe deux entiers
0<k<tl<ntelsque |[{k0} —{€0}] < L ouencore|qg0—r| <L avecq=10(—Fk
et r entier.

tissent dans les n tiroirs [0, L[, [, 2],

18



On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 9 Soit 0 un irrationnel. Il existe une infinité de rationnels 2 tels
que

1
q q

i.e.
qllqf|| < 1.

Démonstration. Pour tout entier n > 1, il existe un couple d’entiers (r, ¢) avec

g<net|d—=L|<-Lt <L Parailleurs |§ — Z| < -L < L d’oi 'infinité de tels
. q an q q qn n

rationnels.

Définition 1 On dit qu’un irrationnel 0 est de type n si

n =sup{d > 0 : liminf ¢°||¢f|| = 0}.
q—00

Remarque. La philosophie est : plus petit est le type de 6 (i.e. moins bonne
est Papproximation par les rationnels), plus uniforme est la distribution de (nf)
modulo 1 (voir [KNT74] p. 122).

Notons qu’en 1955, Roth montre le théoréme suivant, qui lui vaut la médaille
Fields en 1958.

Théoréme 10 Pour tout nombre algébrique 6 et € > 0, I’équation

r 1
‘9— < 7

q

n’a qu’un nombre fini de solutions (r,q) premiers entre eut.

On en déduit, pour tout € > 0 que
g *ellgfl| > 1

i.e. que les nombre irrationnels algébriques sont de type 1.

Nous aurons besoin ici du lemme suivant.

Lemme 6 Soit 0 de type 1 et ¢ > 0. Pour x suffisamment grand, il existe des
entiers v, q avec (r,q) = 1 tels que

< xlfs

-
q

et
1/(201+¢)) <g< 2172

19



Démonstration. D’aprés la définition du type de 0, il existe, pour tout € > 0, g
tel que ||gf|| > ¢~*2) pour g > go. Choisissons z tel que 271/2 < ming g, ||¢d].
Par le théoréme d’approximation de Dirichlet, il existe r/q, avec (r,q) = 1 et
1 <q <z tel que |8 —r/q] < 1/(qz"/?) ie. ||¢f]| < z~'/2. Nécessairement,
par la remarque précédente, ¢ > gqg. D’ou

g~ ) < g < 272,

donc g > 2/(20+e) ¢t

Le lemme suivant sera utile pour la deuxiéme démonstration du théoréme
1; on peut se référer ici a [KN74], p. 123.

Lemme 7 Soit 0 de type n, alors

pour tout € > 0.

Démonstration. Pour 0 < p < ¢ < n, on a par définition du type,

1
>
c(q+p)rte = 2cennte’

196 + pOl| = [[(a £ p)6|| >
avec ¢ = c(g) une constante.
Comme |[z[| = min({z}, 1—{z}), on a [[|g0||—|[po]]| = [[¢6+p0]| ou |6 —po|.

D’ou 1
[ [——

pour 0 < p < ¢ < n. Cela implique que dans chacun des intervalles

0 1 1 2 n n+1
" 2cnmte |7 | 2ennte’ 2ennte |V | 2enite’ 2ennte |

il y a au plus un nombre de la forme ||mf||, 1 < m < n, et en particulier aucun
dans le premier intervalle. D’ot

n n
1 2ennte
2 o] = Mrln < n"Flogn < "%,
m=1

m=1

Des résultats de méme nature sont & consulter dans [KN74], chapitre 2.3;
voir également [Erd48].

20



Chapitre 3
Théoréme principal

En vue de démontrer le résultat principal, en suivant [BH91|, on va tout
d’abord faire intervenir les caractéres pour traiter la somme S(z,6).

Lemme 8 Soit 3=0—1/q et q< . Ona

_ N\ M)
S0 =2 507

> x(M)T(X)S(x/d, xXa: Bd)

x mod g/d

0l NOuUs aUons posé

S, xom) = > u(n)x(n)e(nn)

n<y
et

21



Démonstration. On a

S(x,0) =Y p(n)e(rn/q)e(Bn)

n<x

ertf)) Y pln)e(sn)

n<z
n=t mod ¢q

dooelrt/e) D ulde(Bdl)

dlg  t=1 I<z/d
(t,q)=d I=t/d mod q/d

M=

W
Il
—

Q

q/d
> elrsd/q) > pldhe(Bdl)
(s.)d)=1

dlq 1<z/d
l=s mod q/d
q/d
=Y > elrsd/q) Y u(d De(Bd) 275 (/d) > XX
d|q (s /:d 1 I<z/d mod ¢/d

(3.1)

en utilisant la décomposition en caractéres de l'indicatrice des entiers congrus
a s modulo ¢/d, car (s,q/d) =1 (dou la nécessité de faire intervenir la somme
pour d | ¢, de maniére & avoir cette condition).

Enfin on a
(d) Q/d
)= - S Y ersd/axts) S px)xa(l)e(Bdl)
d|q ¢(a/d) X mod q/d( S/dl):l I<z/d

car p(dl) = p(d)p(l) si (d,1) =1 et 0 sinon, d’ot p(dl) = p(d)pu(l)xa(l). D’ou le

lemme.

3.1 Construction d’un contour d’intégration

Nous allons définir un contour d’intégration dans le but de remplacer dans la
section suivante le segment vertical [2—¢T, 2+¢T]. On le définit symétriquement
par rapport a ’axe réel, nous détaillons ainsi uniquement la construction dans
le demi-plan supérieur.

Soit « une constante positive vérifiant 1/2 4+ < a < 1 — §, avec § une
constante positive arbitrairement petite. Nous supposons ici que L(s, x) ne s’an-
nule pas dans la région {o > 1 — C(loglog2q(U + 10))~}, U <t < 2U}.

Soit T = 2F et Hy = cgloglog(qT) = 2% (ott 1/2 < ¢g < 1 est choisi de

maniére a ce que Hy soit une puissance de 2).
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Pour Iy <1< L—1, on définit U = UD = 2! et H = HW = ¢;loglog(qUWY)
(o 1/2 < ¢; <1 est choisi de maniére a ce que U/2H soit un entier).

On partage alors Vintervalle [U, 2U] en U/2H intervalles I; = [U;—H,U,;+H]|
(1< j<U/2H).

Soit Bj = B](l) la plus grande abcisse des zéros de L(s, x) dans le rectangle
{o2atel;=U;—20,U; +2H]}

et B; = B + C(loglog 2q(U +10))~", ou B; = a si L(s, x) n’a pas de zéros dans
le rectangle précité.

Nous définissons de méme (3 comme la plus grande abcisse des zéros de
L(s,x) dans le rectangle

{0 >a,t e [O,QHVO]}

(ot Hy = Hy + 2(log(qHy))?) et Bo = Bo + C(loglog(qHo)) "

On va construire un contour formé d’une alternance de segments vericaux
V; = [a;,b;] puis horizontaux H; = [b;,a;11]. A epsilon pres, le segment V; est
B; 4+ il; et le segment H; relie les segments verticaux entre eux.

Plus précisément, soit a9 = Bp. Nous construisons les segments successive-
ment par le procédé suivant.
Supposons construit un point a;. On construit le segment vertical suivant [a;, b;]
en posant Smb; = U; + H+¢esiBj11 < B et Smb; = U; + H— ¢ dans le
cas contraire. On construit ensuite le segment horizontal [bj, a;+1] en prenant
Re aj41 = ,6]'_;,_1.

Nous relions également le dernier (resp. premier) segment vertical correspon-
dant a UD <t <2001 (resp. UM <t < 20W) par un segment horizontal.
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3.2 Traitement de la somme S(y, x,7)

Rappelons d’emblée un résultat d’analyse complexe qui sera utile ultérieu-
rement.

Théoréme 11 (Lemme de la partie réelle - Borel-Carathéodory) Soit F'
une fonction holomorphe pour |s| < R, telle que F(0) = 0. On suppose que
max|s =g Re F(s) = A. Alors on a pour 0 <r < R,

2Ar
F(s)| < .
gllégl (S)LR_T

Démonstration. Soit F(s) = > o7 a,s™, avec |s| < R. Sil’on pose §,, = arg a,,,
pour tout n, on a

Re F(Re') = |an|R" cos(nf + 0,),

n=1
la série étant absolument convergente pour 0 < 6 < 27w. Comme F' est holo-
morphe, on a

2 27
Re F(Re')dh = Re / F(Re*)df = F(0) = 0.
0 0

Pour tout n > 1, il suit donc
27
lan|R" = / (14 cos(nf + 6,))Re F(Re®)do < 27 A.
0
D’ou

F)| <24 (/R = 22,

r

si|r| <R.
Nous utilisons également le lemme suivant.

Lemme 9 Soit m > 1 un entier et T > 1. Alors

S( 0)_1/2+iT1mwd + O(m2)T)
"X Sin omir L(w,x) w v " -

Démonstration. Nous utilisons la formule de sommation classique (voir [Ten95],
théoréme 2 p. 135) avec a, = u(n)x(n) et F(s) = L(s,x)"t, d’oi

S(m, y,0) = — /MT L™+ 0m2/T)
X - 2in 2—iT L(w,x) w . " .
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On a par sommation d’Abel

Sy x:m) Z_: S(m, x; 0)e(nn) (L = e(n)) + S(y, x, 0)e(ny).
m=1

Par le lemme 9, on a avec T' < y°,

y—1 1 24+4T
;S(mxﬁ)e(nn) =5 /2 - Toe (Z me(im ) dw + O(log y)
=14 O(logy).

Nous remplagons dans l'intégrale I le segment, [2 — 4T, 2 4 iT] par le contour
défini précédemment et estimons les contributions & l'intégrale de chaque seg-
ment.

D’aprés le lemme 5, on a
|log|L(o + it, x)|| < C'log(qU)(loglog(qU)) ™"
d’ou
|[L(o +it, )| ' < (qU)* (3.2)
pour o + it € Vj et o + it € H; (avec |t| > Hp).

Nous traitons la partie |t| < Hy de la maniére suivante.

e Si |t| € [25, Hp], comme la région {10 >0 > B0,28 < |t < E)} est sans

zéro pour L(s, x), en appliquant le théoréme de Borel-Carathéodory, on a
llog L(o + it, x)| < (log(qHy))* ¢ < (log(qT))* ¢

Ainsi Pestimation (3.2) est valable pour o + it € Vy, avec |t| € [2°, Ho),
pourvu que T soit suffisamment grand.

e Si|t| € [0,2°], comme la région {10 > o > fBo, |t| < 27} est sans zéro pour
L(s,x), en appliquant & nouveau le théoréme de Borel-Carathéodory, on
a

\L(Bo +it, )|~ < (¢T)°.

On effectuant une sommation d’Abel, on a

y—1

Z mPimite(nm) < (y —1)% max Z me(nm)
uly—1

m=1 m<u

D’ou
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I(V;) = % /VJ m <mz=:1 mwe(nm)> dw

< HU Y (qU)%y® max sup Z m'e(nm)|.

USY te[U20] | s

De méme,

I(Vy) < Ho(qT)%y" (max sup Z m*e(nm)

usy t€[0,2°] m<u

+ max sup Z me(nm) )

USY te[25, Hol | ey

et

I(Hj) = Q;T/HJ L(W,lx)w(mz_:l m¥e(nm))dw

< U Y(qU)*yP max sup Z m'e(nm)|.

USY te[U2U] | s

Nous supposons qu’il n’y a pas de zéro exceptionnel. Comme avant, a est
une constante fixée vérifiant 1/2 4+ § < o < 1 — ¢, avec ¢ arbitrairement petit.
Nous choisissons & présent une partition de I'intervalle [, 1]

a:a0<a1<...<aj,1<aj:1

avec a;—a;_1 < ¢. Le nombre d’indices j pour lesquels 5; € [a;_1, o], est borné
par N(a;—1,2U, x). D’aprés le paragraphe précédent, la contribution totale des
segments verticaux et horizontaux a l'intégrale I (pour U <t < 2U) est

> (I(V;) + I(Hy))

J

< HU Y(qU)? | max sup mite(nm yPi
( ) UsY te[U,2U] Z ( ) ;

< HU ' (qU)? [ max sup mte(nm
) usY tefU,2U] Z (rrm)

m<u
1
X (Uya+€+ / y e N (o, 2U, X)da) (3.3)
«
car 3; > Bj.
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On obtient alors

< Z (HUl(qU)E max sup Zm e(nm)

u<
lo<j<L Y te[U,2U]
U=27

1
X <Uya+€ + / Yy’ TN (o, 2U, X)dg)>

+ Ho(¢T)® | max sup mte(nm)| + max sup mte(nm)
usY te[0,25] Z usY te[25, Ho) Z

m<u m<u
1 lo
N(g,2'

% <2loya+6 +2lo/ y<7+ (02 ’X)d0'> +10gy

«
< H(qT)* max | sup Z me(nm) Z sup Z me(nm)

usy t€[0,2] m<u 2<j5<L te[27-1,29] m<u
1

N(o,T,x)

% a+te o+e ) d 1
<y Jr/a Y — 7 o | +logy

< max T YqT 55max< sup mite(nm
ET te[o,szZ:u o)

FY s S wetm) )

a<j<ptERIN27] | 2y

1
X <Tya+€ Jr/ Yy’ N(o, T, x)da) + log y.

Nous évaluons S(y, x,0)e(ny) de la méme maniére et obtenons

1
S(y, x;0)e(ny) < max T (qT)* (Ty““ +/ y""N(o. T, X)do) +logy.
SLxY a

Enfin, nous utilisons une évaluation triviale de la somme suivante.

sup Z me(nm)| < u < |n|~ (1 + [n)w).

t€[0,2%] m<u
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3.3 Estimation de la somme grace aux fonctions
de densité

Théoréme 12 Soit o un réel. Alors pour tout rationnel r/q avec (r,q) =1 et
pour tout « vérifiant 1/2+0 < a <1 —0 (§ arbitrairement petit), on a

)
q

—1/2,,1+10e 1/2 1
S(z,0) < ¢~ Y2t +dzq(q/d) T (1+a:

(s, ey [ (rotajaasars

1<T<(z/d

+ (z/d)7 e Z N(o,T, XXd)) da). (3.4)

x mod g/d

Démonstration. En posant x = X4, 0u X est un caractére modulo ¢/d, x est un
caractére modulo ¢g. Nous fixons = 8d. En utilisant les résultats du paragraphe
précédent, on a

S(y,x,n)

1
< max (14 [oly)T (a7)" (Tya“ + [N, x)da> T logy
sS4y a

1
< max (1+ |njy)T Y (qT)' (Ty‘”E +/ Yy’ TN (o, T, X)da)
1<T<y3 1/2

(3.5)

§’il n’y a pas de zéro exceptionnel. Ainsi ’ensemble des zéros non exceptionnels

contribue & Y S0 4 a/d S(y, x,n) en une quantité

< Y Swoxml-

X mod gq/d

En appliquant le lemme 8 (avec y = x/d), cela conduit au second terme de la
somme de (3.4).

Le cas ou il existerait un zéro exceptionnel est traité comme suit. Les esti-
mations

SN, T, x) < (g1) /90 (log(qT))*
X

avec une constante absolue A, nous montrent que le cardinal de ’ensemble des
zéros exceptionnels est

C* « ( log(qT) .
< %:N(l log log(qT )’T’ X) <o <Cl <loglog(qT) < {aT)"
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Pour chacun de ces zéros exceptionnels, Iestimation triviale de S(y, x,7)
et le lemme 8 (avec y = x/d) nous permettent d’établir que la contribution a
S(x,0) due aux zéros exceptionnels est

< q_1/2+5(qT)5x < q—1/2x1+10£

car ¢ < 22, T < 3. Cela nous donne le premier terme du membre de droite de
(3.4).

3.4 Démonstration du théoréme principal

En utilisant le théoréme 12 et les lemmes 4 et 6, on a

S(z,0 —1/2,.14+10e d)1/2 1 (
(z,0) < ¢~ +dZ|q:(q/> S\t

( max 70" / (T¢<q/d><x/d>a+€

q

+(x/d)rE Yy N(a,T,X)>da) (3.6)

x mod gq/d

avec ¢ > 27079 et |0 —r/q| < 2~ (179,

En scindant Uintervalle d’intégration en deux ([1/2,3/4 +¢] et [3/4 + ¢, 1)),
on a en utilisant le théoréme 3

S(z,0) < 2°°(Qo + Q1 + Q2 + Q3),

avec
QO < 1‘3/4,
p3/4+5+e
@1 = max ————,
d<z1/2z  dito
Q2 — max T_l($1/2/d)_1/2(:L'/d)g+6(1’1/2T/d)3(1_g)/(2_0),

max ma
d<z1/2 1<T<(z/d)? 1/2<0<3/4+e

_ T /21 =12 (5 /d)OFE (1/2T /) (12/5) (1=0)
Q3 Jhax, _max o max (@ =/d)=(x/d)" " (""" T/ d)

Ces quantités sont clairement décroissantes en T et en d. Le maximum est
donc atteint pour d =1 et T = 1. Ainsi

QO < 333/47
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Q) < 3/4+105+e

3(1—0)
xa+s+ 5G=0) —1/4

Qs < max 4/5+5e7
1/2<0<3/4+e

<Lz

Qs <  max gotettET o1/ o p4/545e
3/4+e<o<1
En effet, par simple étude de fonction, on voit que o — o + ggigg et o— o+
w sont croissantes (resp. décroissantes) sur [1/2,3/4+¢] (resp. [3/4+¢,1]),

et donc ont un maximum inférieur & 21,/20 + 5e.

D’ou le résultat, car € et 0 peuvent étre choisis arbitrairement petits.
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Chapitre 4

Une autre démonstration

4.1 La méthode de Vaughan

En appliquant la méthode développée par Ram Murty et Sankaranarayanan
dans [MS02], qui est essentiellement la méthode de Vaughan, on peut donner
une preuve alternative du théoréme 1.

Remarque. On peut noter que article cité traite de la somme d’exponentielles

> An)e(nd),

n<zx

ou A est la fonction de Liouville, i.e. la fonction complétement multiplicative
définie par A\(p®) = (—1)“ pour les puissances de nombres premiers p®.

La méthode repose sur l'identité formelle

A A
5= (- BG)L +4G

’ :(1—BG)(F+<;1—F)> + AG
:F—BGF+AG+(2—F>(1—BG)

pour B # 0, identité que ’on souhaite utiliser lorsque F' est une approximation
de A/B, et G une approximation de 1/B.

En suivant [MS02] (ou [Dav80], p. 139), on a le lemme suivant.
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Lemme 10 Soit

A(s) = cn) 1 & b(n)

B(s) _n; ns ' B(s) _nz::l ns’

o)=Y W G =y M
n<U n<V

définis pour o > oo, U et 'V étant des paramétres choisis ultérieurement.

Alors on a
c(n) = ar(n) + az(n) + az(n) + as(n)
wm={ " G
az(n) == Y b(d)b(e)e(r),
S92
az(n) = Y a(d)b(e),
de=n

as(n) =~ Y e(d) [ Y b(t)d(r)

de=n tr=e
d>U,e>1 r<V

Démonstration. Evident par l'identité formelle précédente et par produit de
séries de Dirichlet.

En prenant A(s) = 1, B(s) = ((s), i.e. a(n) = 1 sin = 1 et 0 sinon, b(n) =1
pour tout n, ¢(n) = b(n) = p(n), nous avons le résultat suivant.

Lemme 11 On a, pour n > 1,

p(n) = a1(n) + az(n) + as(n) + as(n)
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o

| n(n) si n<U
ar(n) = { 0 sinon ’
ay(n) =— > ple)u(r),
eg%}:rng
| un) si n<V
az(n) = { 0 sinon ’
as(n) = — pld) [ Y p(r)
P s

Démonstration. Le seul point & vérifier est que

de=n
d>U,e>1 r<V

est en fait égal a

as(n)=— > pu(d) | Y ulr)
de=n

d>U,e>V r<vV

Cela découle du fait que, pour 1 <e <V,

S u(r) =3 ulr) =o.

tr=e tr=e
r<V

4.2 Application a la somme d’exponentielles

Soit
Si(x) = ai(n)e(nb)
n<zx
pour i =1,...,4.
Lemme 12 On a
1S1(z)] < U,
|S3(z)] < V.

Démonstration. FEvident.
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Lemme 13 Pour tout 0 de type 1, on a
|Sa(z)] < (UV)HF,

pour tout € > 0.

Démonstration. On a
o)== | S wetr) | e(ders)

n<z der=n
==Y Y went) Y )

e<V,r<U
t<UV  er=t <
=2V e<va<U d<z/t

Cette derniére somme vaut

11— e(a0)] 1 !

p— < '

E e(dth) |1 —e(t)] — |sin(wth)] < ||6]|
d<z/t

Par le lemme 7, et comme d(t) < t° (voir [Ten95] théoréme 2 p. 84), on a
finalement

Soz) < Y d@)[t] Tt < (UV)'E,
t<UV

pour tout 6 de type 1.

Lemme 14 Pour tout 0 de type 1, on a
54(33) <<$1+E(U_1/2+V_1/2),

pour tout € > 0.

Démonstration. On a

Sa(w) =~ D nld)f(e,V)e(ded),
de=n<z

a>U,e>V

avec

[f(e, V)] =

tr=e
r<V

Soit
Ji= Y uld)f(e,V)e(deb),

W<d<2W
e>V,de<z
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avec W > U. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1/2 2\ 1/2
i< DD w@)? > > fle,V)e(ded)
W<d<2W W<d<2W e>V
d<z/V d<z/V |e<z/d,x/W
1/2
<WVELM Y flenV)flea, Vie((er — e2)df)

W<d<2W V<ei<z/d,x/W
d<z/V  V<es<a/da/W

La somme correspondant & e; = es contribue en une quantité
1/2

<w2l Ny > d(e)?

W<d<2W V<e<min(z/d,x/W)
d<z/V

Or d(n)? = >dn J(d), ot f est une fonction multiplicative telle que f(p®) =
2cc + 1. Ainsi

YA =YY f(d) =) f(d)/d]

n<z n<z d|n d<z
<=3 f@/a< =TI+ f)/p+ Fe)/p° + )
d<z p<z
<z H(1 —1/p) 2 < z(log 2)*.
d<z
On a
22 2\ /2 .
1/2 3 3/2
I < W <VW log W) < Vi (log z)3/2.

Pour e; # ey et j fixé, ’'équation e; — es = j détermine une unique solution
es pour tout e; fixé. Donc la somme correspondant a e; # es contribue en une
quantité

1/2
J
< W1/2$E _J ,
jg/:w 1761
qui est par le lemme 7 borné par
x1+25
wi/2

pour tout 6 de type 1.
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Ainsi
T x1+25

V1/2 wi/2:
Nous prenons W = 2'U, avec t = 0,1, .., [log(z/UV)/log2]; nous sommons
donc sur O(log z) intervalles, d’ou le résultat.

|J1| < (logx)3/2+

Nous pouvons ainsi (re)démontrer le théoréme 1.

Démonstration. Les lemmes précédents nous donnent

S(z,0) < U+ (UV)'Fe + V 425U~ V2 1 v=1/2),

pour tout 6 de type 1. Nous choisissons U = V = 22/5

attendue en z%/5t,

pour obtenir ’estimation

Remarque. On obtient bien le méme résultat qu’avec la méthode décrite au §3.4.
Toutefois, la méthode de [MS05] laisse espérer une amélioration de 'exposant
4/5 4+ ¢ : on pourrait par exemple le remplacer par 3/4 4 ¢ sous réserve d’avoir
une amélioration au niveau du théoréme 3, ot la constante 12/5 serait remplacée
par 2.
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